Математический марафон старшеклассников

18 декабря 2022 г.
Геометрия
1. (2 балла). В треугольнике ABC проведена биссектриса AD и AB = AD = CD. Найти меньший угол треугольника ABC. Ответ дайте в градусах.
Решение: 
AD = CD, тогда ΔADC равнобедренный, углы при основании равны: ∠САD = ∠DCA = α. 

AD = АВ, тогда ΔAВD равнобедренный, углы при основании равны, сумма углов 180°, ∠ВАD = α, найдём ∠В: Весь угол А равен: ∠А = α + α = 2α.

Сумма  углов треугольника равна 180º, составим уравнение:

Найдём другие два угла:
∠А = 2·36 = 72º. Наименьший угол равен 36º.
Критерии проверки:
	Баллы
	Правильность (ошибочность) решения

	2
	Полное верное решение.

	1
	Верные рассуждения, но имеются арифметические ошибки или числовой ответ не получен.

	0
	Решение неверное, продвижения отсутствуют или решение отсутствует.


2. (3 балла).  Длины оснований трапеции 5 и 15, длины диагоналей 12 и 16. Найти S трапеции.
Решение: Пусть трапеция АCВD, проведем через С прямую раллельно  BD до пересечения с продолжением AD в точке Е. Треугольник АВЕ имеет ту же площадь, что и трапеция, потому что его основание АЕ = АD + ВС, а высота АВЕ и ABCD - это расстояние от точки С до АВ (то есть высота общая).

Таким образом, нам надо найти площадь треугольника (АВЕ) со сторонами 12, 16 и 20. Это египетский треугольник, подобный (3,4,5), то есть он прямоугольный. 

Его площадь равна 12*16/2 = 96
Критерии проверки:
	Баллы
	Правильность (ошибочность) решения

	3
	Полное верное решение.

	2
	Найдена площадь трапеции, имеются арифметические ошибки.

	1
	Имеются продвижения в решении, но площадь трапеции не найдена

	0
	Решение неверное, продвижения отсутствуют или решение отсутствует.


3.  (3 балла). Шар вписан в цилиндр. Найдите отношение площади поверхности цилиндра к площади поверхности шара.
Решение: 
Так как шар вписан в цилиндр,  осевым сечением цилиндра является квадрат, то есть диаметр основания цилиндра равен высоте цилиндра (2r = h). Кроме того, радиус шара равен радиусу основания цилиндра (R = r).

Найдём отношение площадей:
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Критерии проверки:
	Баллы
	Правильность (ошибочность) решения

	3
	Полное верное решение. Обоснованно получен верный ответ 

	2
	Идеи нахождения отношения площадей, в целом верны, но имеются арифметические ошибки.

	1,5
	Определено, что диаметр основания цилиндра равен высоте цилиндра

	1
	Определено, что осевым сечением цилиндра является квадрат 

	0,5
	Сделан верный чертеж. Но идей для вычислений нет.

	0
	Решение неверное, продвижения отсутствуют или решение отсутствует.


4. (4 балла) В основании пирамиды лежит прямоугольный треугольник с катетами 6 и 8, объем  пирамиды равен 40. Все  боковые ребра наклонены к основанию под одинаковым углом. Найти этот угол.
Решение: Определим площадь основания пирамиды.
Sосн = АВ * ВС / 2 = 8 * 6 / 2 = 24 см2.

 Если катеты 6 и 8 , это пифагорова тройка, гипотенуза АС = 10 см.

Так как все боковые ребра наклонены к основанию под одинаковым углом, то вершина пирамиды проецируется в центр описанной окружности. Центр  описанной окружности — середина гипотенузы. Так как треугольник АВС прямоугольный, то радиус описанной окружности равен половине гипотенузы, т. е. 5 см.

Объем  пирамиды равен 40. 40=Sосн * Н / 3=24*Н / 3. Н=5.

Тогда треугольник SОН прямоугольный и равнобедренный, угол Н = 450.
Критерии проверки:
	Баллы
	Правильность (ошибочность) решения

	4
	Полное верное решение. Обоснованно получен верный ответ 

	3
	Идеи нахождения угла в целом верны, но имеются арифметические ошибки и (или) мелкие неточности

	2
	Найдена высота пирамиды

	1,5
	Найдена площадь основания пирамиды и верно обосновано положение основания высоты пирамиды

	1
	Верно обосновано положение основания высоты пирамиды. Дальнейшие продвижения отсутствуют.

	0
	Решение отсутствует.


