Математическая олимпиада школьников

имени Г.П. Кукина

16.12.18 10-11 класс

г. Омск
Математическая олимпиада ОмГУ носит имя профессора Г.П. Кукина, создателя системы городских математических олимпиад.

1. В таблицу 2×1000 впишите в каждую строку числа от 1 до 1000 так, чтобы в каждом столбце сумма была точным квадратом.
2. f1, f2, f3 – попарно различные приведённые квадратные трёхчлены с положительными дискриминантами. Какое наибольшее число корней может иметь уравнение (f1 · f2)2 + (f1 · f3)2 + (f2 · f3)2 = 0 ?
3. Профессор Рубик хочет оклеить деревянный кубик несколькими бумажными параллелограммами, среди которых нет прямоугольников, без щелей и наложений. Помогите ему найти хотя бы один такой способ.  
4. Сумма всех делителей некоторого числа равна 2018. Что это за число? Приведите все возможные варианты и докажите, что других нет.
5. На шахматной доске в каждой клетке стоит маляр с ведерками черной и белой краски. За ход все маляры одновременно перемещаются в соседнюю по стороне клетку так, чтобы ни одна клетка не осталась пустой. Каждый маляр – либо монархист, либо анархист. Придя в клетку, монархист красит ее в исходный цвет, а анархист меняет текущий цвет клетки. Однажды вся доска оказалась белой. Какое могло быть количество анархистов?

6. В треугольнике АВС проведена биссектриса СК и на ВС выбрана точка М такая, что КВ · РС = ВС · РМ, где Р – точка пересечения АМ и СК. Внутри угла АРС выбрана точка Х так, что АХ = МС и угол КХС равен углу КРА. Докажите, что либо точка P лежит на описанной окружности треугольника КВМ, либо точка пересечения КМ и АХ лежит на описанной окружности треугольника АВМ.
РЕШЕНИЯ 
1. Числа от 1 до 3 разбиты на пары с суммой 4, от 4 до 12 – с суммой 16, от 13 до 23 – с суммой 36, от 24 до 1000 – с суммой 1024=322.
Критерии: правильный ответ – 7 баллов, в противном случае – 0 баллов.

2. Ответ: 3.
Решение. Уравнение сводится к системе f1 f2 = 0, f1 f3 = 0, f2 f3 = 0.  
       Предположим, исходное уравнение имеет хотя бы 4 корня. Тогда эти корни будут корнями каждого уравнения системы. Пусть 
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. Тогда числа х1, х2, х3 и х4 – корни первого уравнения системы, а значит они попарно различны, и именно они являются корнями исходного уравнения. Так как f2 f3 = 0, то  х1, и х2  будут корнями  f3 , то есть  f1 и f3 совпадут, что противоречит условию.  

       Пример на три корня: 
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, корни 1, 2 и 3.

Критерии: правильное решение 7 баллов. Пример на 3 корня без указания, почему больше быть не может – 3 балла. Описано, что 4 и более быть не может, но примера на 3 нет (и не доказано, что его можно построить) – 3 балла.  Пример на 3 есть, описано, что 4 быть не может, и забыл указать, что и больше 4 тоже быть не может – 6 баллов.

3. Выберем две противоположные вершины куба и проведем из каждой по 6 разрезов: по 3 ребрам и по трем диагоналям граней. Тогда поверхность разобьется на 6 параллелограммов с углом 45 градусов.
Критерии: приведен правильный пример оклейки – 7 баллов, в противном случае 0 баллов.
4. Лемма. Пусть [image: image7.png]py"ep,"
Dy



 разложение числа на простые множители. Тогда сумма всех его делителей равна  [image: image9.png](L+p++p™) (1 +p, ++ ™) o (L+py + - + 0, ™%)



. 

Доказательство леммы. .Пусть [image: image11.png]N =p"M



, где M уже не делится на p. Пусть {m1, m2,…mt} – множество всех делителей M. Тогда множество всех делителей N такое 
{m1, m1p, m1p2, …m1pn, m2, m2p,…m2pn, …mtpn}. Поэтому его сумма равна (m1+m2+…mt)(1+p+…+pn)

А тогда индукцией по количеству простых делителей получаем нужное.

Продолжаем решение задачи. Разложение числа 2018 на простые множители такое: 2018=2*1009. Поэтому существует всего 2 варианта: либо это 2 скобки, одна из которых 2, другая 1009. Либо это всего одна скобка, равная 2018. В первом варианте [image: image13.png]


, поэтому p=1 (чего быть не может). Во втором варианте [image: image15.png](1+p+--+p")=2018



, а поэтому [image: image17.png]py + - +py"t = 2017



, т.е. 2017 делится на p, поэтому p=2017. 
Итак, ответ: искомое число ровно одно – это 2017.
Критерии: правильное решение – 7 баллов, только ответ с проверкой – 1балл.
5. Ответ: от 32 до 63. Решение: Если монархистов хотя бы 33, то после каждого хода кто-то из них окажется на изначально черной клетке, и доска никогда не станет белой. Значит, анархистов как минимум 32.Если анархистов было бы 64, то доска всегда сохраняла  шахматную раскраску. Значит, анархистов не более 63. Рассмотрим любой маршрут обхода 64 клеток доски, чтобы в каждой клетке побывать по одному разу. Например: a1-…-a8-…-h8-…-h1-g1-…g7-f7-…f1-e1-…-e7-d7-…d1-c1-…c7-b7-…b1-a1. Расставим всех х монархистов на идущих подряд по данному маршруту черным клеткам. После первого хода х монархистов займут изначально белые клетки, и х изначально белых клеток останутся белыми. Остальные 32-х изначально белых клеток станут черными и на них будут анархисты. Все изначально черные клетки станут белыми, и на них расположатся анархисты. Для х=32 белое поле получили. Пусть х меньше 32. После второго хода х монархистов займут изначально черные клетки, и х изначально черных клеток станут черными. Остальные 32-х изначально черных клеток станут черными и на них будут анархисты. Те х изначально белых клеток, на которых были монархисты, станут черными. Все остальные изначально белые 32-х клеток станут белыми, и на них расположатся анархисты. После третьего хода х монархистов займут изначально белые клетки, и х изначально белых клеток станут белыми. Та изначально белая клетка, на которой сначала был монархист, а сейчас пришел анархист, станет белой. Остальные белые клетки станут черными и на них расположатся анархисты. Все изначально черные клетки станут белыми. Итого, для х=31 получили белую доску. И т.д., через каждые 2 хода количество черных клеток будет уменьшаться на 1.
Критерии: правильное решение – 7 баллов, показано, что анархистов не менее 32 и не более 63 – 3 балла, показано, что возможны все варианты от 32 до 63 – 3 балла, проверены только некоторые варианты от 32 до 63 – не более 2 баллов.

6. Т.к. СК - биссектриса в АВС, то КВ:ВС=АК:АС=РМ:РС. Из теоремы синусов в треугольнике АКТ имеем 
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. Из теоремы синусов в треугольнике РМС имеем 
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. Отсюда следует, что синусы углов АКС и АМС равны. Тогда либо угол АКС дает в сумме с углом АМС 180, либо угол АКС равен углу АМС. В первом случае угол РКВ дает в сумме с углом РМВ 180 градусов, и Р лежит на описанной вокруг КВМ окружности.     Во втором случае треугольники АКС и РМС подобны по 2 углам, а четырехугольник АКМС описанный, причем АК=КМ как хорды, стягивающие равные дуги. Угол МСР равен углу КАС и равен углу КХС, причем Х и А лежат по одну сторону от РС. Значит, Х лежит на дуге АС той же окружности. Из вершины К треугольника АКМ проведем биссектрису и отразим картинку относительно неё. А поменяется с М, С поменяется с Х, АКМС перейдет в МКАХ (именно в таком порядке). Значит, В перейдет в точку пересечения АХ и КМ, из которой АМ будет видна под тем же углом, что из В. Утверждение доказано.

 Критерии: правильное решение – 7 баллов, доказан только первый случай – 2 балла, только второй случай – 3 балла.

Просмотр работ участников олимпиады и награждение 

победителей и призёров состоятся в воскресенье, 23 декабря, в 13-00,

в 1 корпусе ОмГУ им. Ф.М. Достоевского (пр. Мира, 55а), ауд. 214.

С результатами олимпиады можно будет ознакомиться на сайте:
http://mm.omsu.ru/olimpiada-im-kukina/.
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