Математическая олимпиада школьников

имени Г.П. Кукина
16.12.18 8 класс

г. Омск
Математическая олимпиада ОмГУ носит имя профессора Г.П. Кукина, создателя системы городских математических олимпиад.

1. В таблицу 2×13 впишите в каждую строку числа от 1 до 13 так, чтобы в каждом столбце сумма была точным квадратом.
2. Семиклассник Семён придумал три правильные дроби (не обязательно все несократимые). У первой дроби знаменатель больше числителя на 1, у второй – на 2, у третьей – на 3. При этом оказалось, что сумма первой и второй дроби равна третьей. Какие дроби придумал Семён? Найдите все варианты ответа и докажите, что других быть не может. 

3. На плоскости имеется n точек A1, A2,…, An. Известно, что для любой пары точек (Ak, Am), в которой больший из номеров делится на меньший без остатка, частное от этого деления равно расстоянию между этими точками. При каком наибольшем n такое возможно?
4. На шахматной доске в каждой клетке стоит маляр с ведерками черной и белой краски. За ход все маляры одновременно перемещаются в соседнюю по стороне клетку так, чтобы ни одна клетка не осталась пустой. Каждый маляр – либо монархист, либо революционер, либо анархист. Придя в клетку, монархист красит ее в исходный цвет, революционер – в противоположный исходному, а анархист меняет текущий цвет клетки. Однажды вся доска оказалась белой. Как будет раскрашена доска через 2018 ходов после этого?
5. Поверхность куба оклеена без щелей и наложений несколькими бумажными параллелограммами. Обязательно ли среди параллелограммов найдется прямоугольник?
6. Математики Петя и Вася задумали по простому числу и сообщили Серёже. Серёжа сообщил, что сумма этих чисел делится на их разность, и поинтересовался, догадались ли ребята о числах друг друга. Оба одновременно ответили «нет». Назовите загаданные числа. 

Решения.
1. В таблицу 2х13 впишите в каждую строку числа от 1 до 13 так, чтобы в каждом столбце сумма была точным квадратом.
Решение. Например, так: 1+8=9; 2+2=4; все остальные числа разбиваем на пары, дающие в сумме 16. 3+13, 4+12, 5+11, 6+10, 7+9.
Критерии: правильный ответ 7 баллов. Неправильный 0.

2. Семиклассник Семён придумал три правильные дроби (не обязательно все несократимые). У первой дроби знаменатель на 1 больше числителя, у второй - на 2, у третьей - на 3. При этом оказалось, что сумма первой и второй дроби равна третьей. Какие дроби придумал Семён? Найдите все варианты ответа и докажите, что других быть не может. 
Ответ: 1/2+1/3=15/18.
Решение. Поскольку третья дробь меньше единицы, хотя бы одна из первых двух меньше ½. Если a/(a+1)<1/2, то 2a<a+1, т.е. a<1, что невозможно. Тогда вторая дробь b/(b+2)<1/2. Но тогда b<2, поэтому b=1. Тогда вторая дробь =1/3. Поскольку сумма по-прежнему меньше 1, первая дробь меньше 2/3. Поэтому 3a<2a+2. Поэтому a=1. Но тогда 1/2+1/3=5/6. Третья дробь должна быть равна 5/6, но числитель на 3 меньше знаменателя. Поэтому 15/18.

Критерии. Правильный ответ без обоснования единственности 1 балл.  Полное решение 7 баллов. Правильно разобрано, что вторая дробь должна быть равна 1/3, а дальнейших продвижений нет – 2 балла.

3. На плоскости имеется n точек A1, A1,…, An. Известно, что для любой пары точек Ak, Am, в которой больший из номеров делится на меньший без остатка, частное от этого деления равно расстоянию между этими точками. При каком наибольшем n такое возможно?
Ответ: n=5. 

Решение. Представим себе, что точек больше пяти. Рассмотрим первые 6. Расстояние от А6 до А1 равно 6. Расстояние от А6 до А2 должно быть равно 3, а расстояние от А2 до А1 должно быть равно 2. Таким образом, точки А1А6А2 не удовлетворяют неравенству треугольника.

Пример с пятью точками: А1, А2, А4 на одной прямой в указанном порядке на расстоянии 2 друг от друга, точка А3 на 3 выше А1, точка А5 на 5 ниже А1. 

Критерии: правильное решение 7 баллов. Пример для пяти тчек, без указания, почему больше быть не может 3 балла. Описано, что 6 и более быть не может, но примера на 5 нет (и не доказано, что его можно построить) – 4 балла.  Описано, что 6 быть не может, и забыл указать, что и больше 6 тоже быть не может – 6 баллов.

4. На шахматной доске в каждой клетке стоит маляр с ведерками черной и белой краски. За ход все маляры одновременно перемещаются в соседнюю по стороне клетку так, чтобы ни одна клетка не осталась пустой. Каждый маляр – монархист, либо революционер, либо анархист. Придя в клетку, монархист красит ее в исходный цвет, революционер – в противоположный исходному, а анархист – меняет текущий цвет клетки. Однажды вся доска оказалась белой. Как будет раскрашена доска через 2018 ходов?
Решение. Вся доска оказалась белой. 
Значит, каждый монархист стоит на изначально-белой клетке. Каждый революционер стоит на изначально-черной клетке. Следующим ходом монархисты попадает на изначально-черную клетку и красит ее в черный цвет. Каждый революционер попадает на изначально-белую и красит ее в черный цвет. А каждый анархист просто попадает на белую клетку и поэтому красит ее в черный. Таким образом, после целиком белой доски наступает целиком черная. Поэтом опять целиком белая и так далее. Поскольку 2018 – четное число, доска станет опять белой.

Критерии: правильный ответ без обоснования – 0 баллов. Полное решение – 7.

5. Поверхность куба оклеена без щелей и наложений несколькими бумажными параллелограммами. Обязательно ли среди параллелограммов найдется прямоугольник?
Ответ: не обязательно.

Решение: возьмем две противоположные вершины куба. Проведем из них три диагонали граней и три ребра. Куб разбился на параллелограммы с углами 45 и 135 градусов.
6. Математики Петя и Вася задумали по простому числу и сообщили Серёже. Серёжа сообщил, что сумма этих чисел делится на их разность и поинтересовался, догадались ли ребята о числах друг друга. Оба одновременно ответили «нет». Назовите загаданные числа. 
Ответ: Загаданные числа 3 и 5.
Решение. Сумма двух простых может делиться на их разность только если разность равна 1 или 2.

Действительно, a+b делится на a-b, значит 2a=(a+b)+(a-b) делисят на (a-b). Но у 2a ровно 4 делителя (ведь а – простое) – это 1, 2, а, 2а. A (a-b), конечно, не может быть равно a или 2a. 
Поэтому если загаданное число больше 5, то никаких проблем с идентификацией числа другого быть не может (p(1 – четное не равное 2, а из чисел р(2 одно делится на 3 и не равно 3). Поэтому оба загадали числа 2, 3 или 5. Но если один бы загадал 2, он сразу узнал бы, что у другого 3. Поэтому ребята загадали 3 и 5.

Критерии: полное решение 7 баллов. Ответ без решения 1 балл. Голословно утверждается, что разность равна 1 или 2, а остальное правильно – 5 баллов.
Просмотр работ участников олимпиады и награждение 

победителей и призёров состоятся в воскресенье, 23 декабря, в 13-00,

в 1 корпусе ОмГУ им. Ф.М. Достоевского (пр. Мира, 55а), ауд. 214.

С результатами олимпиады можно будет ознакомиться на сайте:
http://mm.omsu.ru/olimpiada-im-kukina/.

