Математическая олимпиада школьников

имени Г.П. Кукина

15.12.19 8 класс

г. Омск
Математическая олимпиада ОмГУ носит имя профессора Г.П. Кукина, создателя системы городских математических олимпиад.

1. В интернет-магазине «Всё из Китая» 1 ноября повысили цены на Айфон на х%, чтобы в Черную пятницу сделать на него скидку на 2х%. У Васи есть купон на скидку в х%, который, однако, не действует в Черную пятницу. «Вот мошенники!», подумал Вася, «Ведь зная об этом, я бы мог купить Айфон 31 октября дешевле, чем могу сейчас, в Черную Пятницу!». Прав ли он? 
2. В пятиугольнике ABCDE каждая диагональ параллельна одной из сторон. Сторону AB  продлили до пересечения с продолжениями сторон CD и DE, точки пересечения обозначили X и Y. Докажите, что АХ = BY.
3. Докажите, что натуральное число с четной суммой цифр можно представить как сумму двух слагаемых с одинаковыми суммами цифр.
4. 2019 человек из города рыцарей и из города лжецов собрались на площади, и вдруг кто-то, указав на другого, заявил: «Это лжец!». После чего каждый, про которого было сделано заявление, либо указал на ранее неназванного и заявил «Это лжец», либо указал на двух неназванных и заявил «Эти двое – из одного города!», либо промолчал. Кого было на площади больше, рыцарей или лжецов, если на каждого кто-то указал, а все промолчавшие оказались рыцарями?
5. 50 эльфов и 50 орков подошли к реке, у которой находится лодка, выдерживающая 300 кг, с одной парой весел. Грести умеют и эльфы, и орки, но эльф может грести, только если в лодке кроме него никого нет. Кроме того, эльф не согласен наедине оставаться или плыть с орками. Эльф весит 50, орк – 110 кг, одна переправа занимает 30 минут. За какое наименьшее количество часов им удастся переправиться?

6. В клетчатом прямоугольнике 20х19 по границам клеток проведена замкнутая несамопересекающаяся ломаная. В каждую клетку вписали, сколько её сторон лежат на ломаной. Было вписано поровну чисел 0, 1, 2 и 3. Докажите, что
а) есть звено ломаной, идущее по границе прямоугольника;
б) общая длина таких звеньев не менее 2. 
Решения задач и критерии проверки
1. Ответ: нет, не прав.

Решение. 31 октября Вася купил бы Айфон за 1–х, а в Черную пятницу – за 
(1+х)(1–2х) = 1–х–2х2, что меньше. 

Критерии.

Правильное решение – 7 баллов. Иначе – 0 баллов.

2. Доказательство. ВХCE – параллелограмм, ВХ = CE. YАCE – параллелограмм, YА = CE. Значит, ВХ = АY, откуда следует АХ = BY.
Критерии.

Правильное решение – 7 баллов. Иначе – 0 баллов.

3. Доказательство. Пусть a, b, ..., z – цифры данного числа. По условию сумма цифр a+b+...+z – чётна (например, для числа 2019 сумма равна 12). Тогда нечётных цифр – чётное число. Разделим каждую цифру на 2, сумма слагаемых уменьшится вдвое, но часть из них окажется нецелыми (в нашем примере 1+0+0,5+4,5 = 6). Половину нецелых округлим вниз, остальные – вверх. Сумма не изменится (например, 1+0+0+5 = 6). Составим из этих цифр первое слагаемое, а второе получим, отняв первое от исходного числа (например, 2019–1005 = 1014). Переходов через десяток не было, поэтому сумма цифр у второго слагаемого такая же.
Критерии.

Правильное решение – 7 баллов. Иначе – 0 баллов.

4. Ответ: рыцарей.

Решение. Каждый лжец что-то сказал. Если лжец сказал «Это лжец», то он указал на рыцаря. Если лжец сказал «Эти двое – из одного города», то он указал на одного рыцаря и одного лжеца. Следовательно, каждому лжецу можно сопоставить рыцаря, на которого он указал. При этом, разные лжецы указывали на разных рыцарей. Следовательно, рыцарей не меньше, чем лжецов. Поскольку всего нечетное число человек, то рыцарей больше.
Критерии.

Правильное решение – 7 баллов. Иначе – 0 баллов.

5. Ответ: 39,5 часов.

Решение. Максимум можно загрузить в лодку 2 орка или 1 орка и 3 эльфов (эльфы без орка не смогут уплыть, одного эльфа сажать к оркам нельзя). Причем ходки каждого типа обязаны присутствовать, т.к. иначе не перевезем эльфов или, наоборот, орков. За одну ходку туда-обратно мы будем перевозить больше всего массы, если лодки туда идут максимально загруженными, а возвращать лодку всегда будут эльфы. Пусть было совершено х ходок типа «2 орка туда, эльф обратно» (ходок первого типа) и у ходок типа «орк и 3 эльфа туда, эльф обратно» (ходок второго типа). Получаем систему уравнений: 2х+у=50 и 2у-х=50, решение: у=30, х=10. Значит, даже при самом выгодном перебросе массы понадобится не менее 40 ходок. Пример на 40 ходок: сначала 15 ходок первого типа, потом 10 ходок второго типа, и потом еще 15 ходок первого типа.

Критерии.

Правильное решение – 7 баллов. Есть оценка на 40 ходок – 3 балла. Есть пример на 40 ходок – 3 балла. Иначе – 0 баллов.

6. Доказательство. Если у ломаной сумма длин горизонтальных участков нечетна, эта ломаная не может быть замкнутой. Аналогично, сумма вертикальных участков ломаной четна. Значит, длина ломаной четна. 
а) Если звеньев на границе нет, то клетки по обе стороны звена лежат в прямоугольнике, и сумма чисел в таких клетках равна удвоенной длине ломаной. Но общая сумма чисел в прямоугольнике равна 6*95, и тогда длина ломаной равна 3*95 – нечётна. Противоречие.
б) Продолжим сетку клеток за пределы прямоугольника, и впишем аналогичные числа в соседние с ломаной клетки вне прямоугольника. Это могут быть только 1. Теперь сумма будет удвоенным четным, то есть разделится на 4. Для этого к 6*95 надо добавить минимум 2, то есть снаружи есть по крайней мере две единицы. Значит, и единичных звеньев на контуре не менее двух. 

Критерии.

Правильное решение – 7 баллов. Доказана четность длины ломаной – 1 балл. Доказан пункт а) – 3 балла. Доказан пункт б) – 3 балла. Баллы суммируются. 
Просмотр работ участников олимпиады и награждение 

победителей и призёров состоятся в воскресенье, 22 декабря, в 13-00,

в 1 корпусе ОмГУ им. Ф.М. Достоевского (пр. Мира, 55а), ауд. 214.

Предварительные результаты олимпиады будут выставлены на сайте:
http://mm.omsu.ru/olimpiada-im-kukina/.

